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Propriedades dos Estimadores

Estimador Centrado, Consistente e Eficiente



Principais Propriedades dos Estimadores

Principais propriedades desejaveis nos estimadores:
= Néo enviesamento — em termos médios, o estimador atinge o valor real do parametro;
* Eficiéncia — o estimador é mais eficiente quanto menor for a sua variancia;

= Consisténcia — para n grande, o estimador deve ser aproximadamente igual ao parametro.




Estimador Gentrado ou nao Enviesado

Definigdo: Um estimador @ diz-se n3o enviesado ou centrado do parametro 6 se:
E() =e.

Definigdo: Seja § um estimador do parametro 6. O enviesamento (Env) de 8 é dado por:

7 Env(9) = E(9) - 6.

Viés aou Bias

ProbabilidadesEstatistica2019.pdf
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Estimador Eficiente

Definicdo: Sejanl 0 e @ dois estimadores centrados|do parametro @, baseados no mesmo numero de
observagoes. Entao:

* § diz-se mais eficiente do que 8 se: Var(8) < Var(6)
= A eficiéncia relativa do primeiro estimador relativamente ao segundo é dada por:

o Var(8) ; . . ; . . -
Eficiéncia relativa = Var(8) f ¢ um estimador eficiente de 6 se ele satisfizer as seguintes condigdes: (1) & ¢ ndo viesado; (11)

Var(6) < Var(8), onde 8 ¢ qualquer outro estimador ndo viesado de 6.

DADES DOS ESTIMADORES.docx (usp.br)

Para comparar dois estimadores enviesados utiliza-se o critério do erro quadratico médio. Microsoft Word - PR

Definigdo: Seja § um estimador do pardmetro 6. O erro quadrético médio (EQM) de 8 é dado por:
2

EQM(8) = Var () + (Env(@))

Observagdo: Se 6 um estimador centrado para o parametro 6, entdo Env(é) = 0 e, por conseguinte,
EQM(9) = Var(6). . . -
estimador viesado jamais sera eficiente, por menor que seja o viés.

Microsoft Word - PRQ

Definigdo: Sejam 8 e @ dois estimadores. Diz-se que  é “melhor” que & se:

EQM(8) < EQM(6).

ProbabilidadesEstatistica2019.pdf
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Erro Quadratico Medio (EQM)

3. Erro quadratico médio

Chama-se erro quadratico meédio do estimador
EQM (%) = E[(e* - 9)2].

e*

a

Esta propriedade € um dos critérios mais usados para comparar
estimadores.

E muito facil mostrar que

EQM (©*) = Var [0*] + [by(©*)? J

Se ©* € um estimador centrado de um parametro entdo o erro
quadratico médio = variancia, i.e.

E {(@* - 9)2] = Var (0%)
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Exatidao vs Precisao

O termo exactidao (accuracy) refere-se a proximidade de uma
medicao ou estimativa ao verdadeiro valor.

O termo precisao ou variancia (precision) refere-se ao “grau de
concordancia numa sucessao de medi¢oes”.

Y

s

Accuracy & Precision

©9®©

Accurate
but , not precise but , not accurate and Precise
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Eficiencia Relativa vs Eficiencia Absoluta

Observacdes:
o A eficiéncia exige a existéncia de momentos de segunda ordem dos estimadores.

o A defini¢do de eficiéncia apresenta dois conceitos diferentes:

= O primeiro estabelece uma relagio entre dois estimadores centrados para @, sendo portanto
uma

O segundo é um conceito de eficiéncia absoluta na classe dos estimadores centrados para 6.
o Para obter estimadores mais eficientes recorre-se a desigualdade de Fréchet-Cramér-Rao.

Teorema 7.1 - Seja (X,,X,,..,X,) uma amostra casual de populagdo com fungdo densidade
(funcdo probabilidade) f(x|6), satisfazendo certas condicoes de regularidade, e seja
T=T(X,,X,....X,) um estimador centrado de &. Entdo,

Var(T) >

1
n3(0)°
Slides Andrade e Silva

2 2
3(6) = E{[W] } = —E{[%H (quantidade de informacio de Fisher)

onde,
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Estimador Centrado de Variancia Minima

Conhecido o limite inferior dado pela desigualdade de Fréchet-Cramér-Rao, compara-se a
variancia do estimador centrado em andlise com este limite:

O caso sejam iguais — nao existe nenhum outro estimador centrado de variancia inferior
sendo o estimador em andlise o mais eficiente;

o caso contririo — o quociente, [n3(8)]"/Var(T), fornece uma indicacio sobre a

eficiéncia relativa do estimador 7 face ao hipotético estimador de varidncia igual ao
limite inferior da desigualdade.

Slides Andrade e Silva
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Estimador Convergente ou Consistente

Defini¢do: Um estimador @ diz-se consistente quando para qualquer valor positivo 8, se verifica a
condigdo:

limP[|0 — 0] < 8] = 1.

n—o0

Teorema: As condigdes:
“ lim E(§)=6;

n-+oo

= lim Var(6) = 0.

n-+oo

sdo suficientes para que @ seja estimador consistente.
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Estimador dos Momentos vs EMV

o Em condi¢des bastante gerais, sdo consistentes e possuem distribuicdo aproximadamente
normal quando a dimensdo da amostra € muito grande (distribuicdo assintética).

o Os estimadores de mdxima verosimilhanca ndo sdo necessariamente centrados.
o Em condi¢Oes muito gerais eles sdo consistentes.

o Demonstra-se que, se existir estimador mais eficiente (na Optica do teorema de Fréchet-
Cramér-Rao) ele € solucdo tnica da equacdo dL/d@ =0 e portanto estimador de méxima
verosimilhanca.

o Verificadas certas condicoes de regularidade, os estimadores da mdxima verosimilhanca
seguem assintoticamente uma distribuicdo normal. Caso haja apenas 1 pardmetro
desconhecido, tem-se

Slides Andrade e Silva

Jn30)(0—6)~NO,D)



file:///C:/Users/elisa/OneDrive/Ambiente%20de%20Trabalho/IST_2022-23/AULAS_TP_PE_2022-23/Ficheiros%20Apoio2/moduloI_aula3_4_EstimaÃ§Ã£o.pdf

’c- ‘0 .

Propriedades dos Estimadores:
Exercicios

Estimador Centrado, Eficiente e Convergente

14



Exercicio Suplementar que ndo consta

do livro Murteira et al (2015)

1. Suponha que uma variavel aleatéria X representa o nimero de avarias de um dispositivo durante um
periodo de tempo e que obedece a uma lei de Poisson de parametro A desconhecido. Para este parametro
foram sugeridos dois estimadores:

. Xt Xy,
A=—— T B —
n 2
a) Compare-o0s quanto ao enviesamento.
b) Deduza a variancia para cada um deles.
¢) Qual dos dois estimadores é mais eficiente? Justifique a sua escolha.

d) Estude os dois estimadores quanto a consisténcia. robabilidadesEstatistica 2019 (uevora.pt)



https://dspace.uevora.pt/rdpc/bitstream/10174/25959/3/ProbabilidadesEstatistica2019.pdf

Exercicio 1 a): Estimadores Centrados

Se X ~P(A),entaio E(X) = Var(X) = A.
Se X;,X,, ..., X, € uma a. a. duma dada populagdo X ~ P(4), entdao X; ~P(4),i =1, ...,n.

a) E(A) =E(X1+X2:'"+X“) =%E(X1+X2 + o+ Xy) =%(E(X1)+E(Xz)+---+E(Xn))
=1(,1+,1+---+,1)=1na=/1.
n n
3 X +X,\ 1 1
E(it)zE( ! > )=E(E(X1)+E(Xn))=§(/1+/l):/1.

Portanto, ambos os estimadores sdo centrados.

VALOR ESPERADO, MOMENTOS E PARAMETROS
Var(X) = E(X —u)* = E(X*)~pi*;

Formulario

_ Cov(X.Y)

Cov( X, ¥) = EX(X = WY = gty )} = E(XY) = E(X)E(Y) Pay ==

E(aX +bY)=aE(X)+bE(Y) € Var(aX +bY) =a’Var(X)+b"Var(¥Y)+2abCov(X,Y) com a, b constantes
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Exercicio 1 h): Variancias dos Estimadores

X1 +X2 + “'+Xn)
n

b) Var(1) = Var(

1 1
= ;Var(Xl + X, + -+ X,) = ?(Var[Xl] + Var[X,] + -+ Var[X,])

indep.
-l an=tm=?
=zl )=mm=n

X1 + Xy, 1 1 A
L ) i 7 (Var(Xl) + Var(Xn)) =7 A+A)= >
indep.

Var(1) = Var( >

ProbabilidadesEstatistica 2019 (uevora.pt)



https://dspace.uevora.pt/rdpc/bitstream/10174/25959/3/ProbabilidadesEstatistica2019.pdf

Exercicio 1 ¢): Eficiéncia

c) Sen=1, Var(1) > Var(1) - 1 émais eficiente do que 4;
Sen =2, Var(1) = Var(1) - 1é tio eficiente como 1;
Sen > 2, Var(1) < Var(1) —» 1é mais eficiente do que i

ProbabilidadesEstatistica 2019 (uevora.pt)
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Exercicio 1 d): Consisténcia

d) A é um estimador consistente, pois E(1) = 1 e Var(1) = % — 0, quando n — oo.

A ndo é um estimador consistente: E(1) = A mas Var(1) = 'zl seja qual for o valor de n.

ProbabilidadesEstatistica 2019 (uevora.pt)
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Exercicio Suplementar que ndo consta

do livro Murteira et al (2015)

Exercicio 6.4 [Estimadores, erro quadratico médio, eficiéncia relativa.]

Se (X, X3, X3) constitui uma amostra aleatoria de dimensdo 3 extraida de uma populacao normal com valor

esperado y e variancia o2, qual a eficiéncia de i (X7 +2X> + X3) relativamente a X?




Exercicio 6.4: Eficiencia

* V.a. de interesse
X~ Normal[,u,az}

* Amostra aleatéria
X = (X3, X2, X3) é a.a. de dimensao 3 proveniente da populacdo X, donde X; ~;; 4 X,i=1,2,3.

* Parametro desconhecido a estimar
u=E(X)

= Estimador de u = E(X)
X=3Y3,% [média da a.a. X]

* Erro quadritico médio de X

V(X) + [bias, (X))
= V(X) + [EX) - p]?
HrwaX 2D 4 1B - EOP

V(X)

EQM,(X)

Slides Professora Sofia Naique



Exercicio 6.4: Eficiencia

¢ Qutro estimador de y = E(X)
T=1(X;+2X;+Xy)

* Erro quadritico médio de T

EQM,,(T) V(T) + [biasu(T)]?

V(T) + [E(T) - p)?

2
= 1% %(X1+2X2+X3)]+{E[%{X1+2X2+X3)l—E(X)}

1 1 2
vl [V(X7) +4V(X5) + V(X3)] +{Z [E(X;) +2E(X,) + E(X3)] —E(X)}
: 1 1 2
= §(1+4+1)V(X}+IZ(1+2+1)E(X]—E(X]I

3
- v

s
8

Slides Professora Sofia Naique



Exercicio 6.4: Eficiencia

» Eficiéncia do estimador T = % (X; +2X, + X3) relativamente a X

EQM, (X
eu(T,X) POML0

* Comentdrio

Tendo em conta que
- 8
euTX) =2 <1,
9
ie,
EQM,(X) < EQMy(T),

pode afirmar-se que T = % (X1 +2X,+ X3) é um estimador menos eficiente que X no que respeita a estimagéo

de u= E(X).
Slides Professora Sofia Naique



Exercicio Suplementar que ndo consta

do livro Murteira et al (2015)

1*) Sendo Xj,..., X, ¢ uma amostra aleatoria de uma U(0,6).

a) Encontre o estimador pelo método dos momentos de € e o seu EQM.




Exercicio 1 a): Método dos Momentos e EQM

e UNIFORME (CONTINUA) X ~U(a, B), (a < f3)

f(xla )= £ =228 var(x) -

(B-)’ .| Formulario

12

a<x<p |

Dado que E(X) = g e o primeiro momento amostral ¢ m; = X, temos que pelo
método dos momentos,

Sabendo que o EQM de um estimador 6 de um parametro 6 ¢ definido como
EQM(0) = Var(d) + (E(d) — )%,

e dado que Var(X) = f—;, temos que para 6,,,, = 2X o EQM ¢ dado por,

_ " ) 2nf
E(2X) = 22*=;]E(X‘) -2y

Vies(2X) = E2X) -0 =60 — 0 =0,

§2 2
42;;1 Va'r(X,:) _ 4?‘15 G
n? n? 3n’ Exercicios sobre EQM,ENVUM,IF e LICR.pdf

7

Var(2X) =

EQM(2X) = Var(2X) + (Vies(2X))? = Var(2X) = —.
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2. Pretende-se ter uma ideia da densidade do trifego em certo local, entre as 8 e as 9
horas. Sabe-se que o nimero de veiculos que af passam durante esse periodo segue
um processo de Poisson. Fizeram-se as seguintes 9 observagdes casuais:

(95, 100, 80, 70, 110, 98, 97, 90, 70).

a) Obtenha o estimador e a estimativa da maxima verosimilhanga para o nimero
médio de veiculos que passam naquele local.

b) Mostre que se trata de um estimador consistente e que € o mais eficiente.

c) Obtenha a estimativa de maxima verosimilhanca para a probabilidade de decor-

rerem pelo menos dois minutos sem passar qualquer veiculo.

Mostre que L, X, € estatistica suficiente para a média da populacio.




Exercicio 2

X2 e nelcelor oftie as Q A £ a8 94 (ivhvoode ct 1 Lona

XN‘PGK-(A) <A>0) ~m =9
~-A . x
)g'x(x”\) = € A (.:t_—.oah,z).-_) E(X)= A
x!
Var (x) = A
Q/movta(mzcﬂi

(z,, 2, ) Zo)= (qu{oo,go, 70, 110, 98, 9%, 90,70




Exercicio 2 a)

w/) A=
m ~ —~A <
LIV = T f(=10)= Te” a7,
<=1 Ux A =1 )
—m ) .'f‘;i:r‘- N
= e _ ,\‘— ()\?0)
T x|
=7 ~°
_m X ,;-%.I*'
ACN) = U LX) = dn [ A )
1T z!

"~

= ——mk + _;2512,& A (1) —24 )?m(@’)

A=

d AN =0 & _m 4+ T -0 €&
d7




Exercicio 2 a)

z N\ m n
ol f()\) = %(—m-*& 4«*—424) :”4{43{4
2 A A A% _
d)i ’,‘:5:—' Ac =z
= - mX = - m <0 fequ m>0 4
= * X z > o.

% onclunas :

®* X 2 o olimade do M. V..

® X =95 +100+ §0+70+110+98.0% +90+70 - 970 =90 £ a
q g
alimabiso. do M. UL




Exercicio 2 h)
L)
Unm esbimad e 3\\ e camilinli /f;gac« A Ae:
A € (X )=

m— & N

,g.'nrv- VQA(‘;\\):D

m—> +&

Naols cope limeos :\\=)_(—

Do €(X) = b €(F) = Aim €lx) =

m—o 44 m-b ¥ m >+

= fowm A = )

m D+




Exercicio 2 h)

Lo Ve lX)= Lin Von (X)= Lo <\_/%m)

M~ ~+ of m~p AW m._p,+”

A (4) o

m - 4w

Somclunce. N 2 Dliwodsn Comintonh de A.




Exercicio 2 ¢)

G)L(Emgdﬁm&w@omw Aodoodde di 2 maivatss

[l

-

__C
R

Q¥

9>

60 maum — A Ay = 2A = A
a?:m:n——,\.], 60 20




Exercicio 2 ¢)

132»@-@1&903 ctoma oG ausomds 6 Mz&%}ﬂe
Lforaamciod :

XN P@«L()&) mgdarb&&ﬂfmhﬂxm
o 2CA) e Cm dow ) o i ol

de 12 npetuts (ou avdie dois
rorituden  eanntontinges)

gl{(\/l}«)=/\ed\y (y>o0 )

;?,m)“'-‘i/e-\mz




Exercicio 2 ¢)




11. Admite-se que o tempo de funcionamento, em milhares de horas, de determinada

componente electrénica, X, tem distribuicdo G(3:1/6), ou seja, a sua fungdo densi-
dade é dada por

2 —xl@

f(x|€)=x27 (x>0), 8>0.

Com base numa amostra casual de dimensdo r, definiram-se os seguintes estimado-
res para o parimetro :

a) Estude o enviesamento e a consisténcia destes estimadores.

b) Qual dos estimadores tem menor erro quadréatico médio?

¢) Observada uma amostra casual de 10 componentes, registou-se um tempo médio
de funcionamento, por componente, de 1600 horas. Calcule o estimador e a esti-

mativa da mixima verosimilhanca para 8.




Exercicio 11 a)

X = TM&OL@ #Mn&kpmm%ja (am oowilbhares de fonan )
da  Comfeorarle  2hchsriuea

X o 6(3, L) €(X)=3 = 30
e 1/6
Van (X)=_2__ = 3¢"
(1/6)*
a2 -—x/p
;g (x16) = x ¢ (o >0) ©>o0.
x 263

-r?:é_ T:Z: m)?'—l-f

3 m




Exercicio 11 a)

—_—

0) € (1) =¢(L) -
11 2 Cytiads.




Exercicio 11 a)
()= (i) mema -

3Im 3 m

= mée(X) +1 = 3me _+1 = 6 +/
3m 2m




Exercicio 11 b)
b)

cam(T,) = T)+6w(‘rJ=l/aA(T)—__
Pm{w'l",,xf’-&diad&
EQM(T,) -VaA(T;)Jrew(u) E

a
.o +(_’L) >eam (1) = o
3m 3am 2m

Gonelurao - T, fzen rrines EQM



Exercicio 11 ¢)

c) m =40 MM X =16 anillonss de Aronas.
"
10 2 -x /s 0 4| -2&%
[(0)=T 2 e 7. 14 (Tf_z. 27 (650)
4 1

0
{=1 262 3‘930

ﬁ(ﬂrﬁﬂi(ﬁ):,@n(am a»o) ij(x )'g{-% - (650
= 104 (2) =30 Jn(8) + .2 ,e“(:r) X8 % (630)

ik(ﬁ):“éﬁ—(— "142,9-’ = 0 (=

de ) e




Exercicio 11 ¢)
A(e) = d_ ( _w )




14. Seja X uma varidvel aleatéria com funcgdo densidade

3\!’; { X2

f(x|€)=wexp —T} (x>0),para >0.

a) Mostre que

é o estimador da maxima verosimilhanca para 6.
b) Sabendo que X*'* tem distribuicio exponencial de média €, estude o enviesa-
mento e a consisténcia do estimador da alinea a).




Exercicio 14 a)

=

#(1193= _3_5%;5_ M{_j_i;} (z20), Jfoa ©20

- - - £
L(e)= T fal0)- T %ga%{_%_f -
m En ~ 3
- 3m(_l|_,’,%) %o{__'t_é:?;‘lf,

2" e

2(e) = Jm /(03] 3
= m Xo%(&) -té. gﬂﬂgﬁ(:ﬁ)—mfm&(&)—m ,P@a(g)_'{ émjzﬁz

1=1




Exercicio 14 a)

L{f(e)} = -m 4 F53% o0&
de €




Exercicio 14 a)




Exercicio 14 h)
L) vsx%,u K (L) €(yY)=®©

Van(7) = 0*
U'mthmmdmdﬂ o 2 cowistirndi A Lo £(8) = 0
g T o (3) =
st
e(é):é( i%_;m ,—._,éCM f/l -

e () =4 = e(y)-

£=1 .
LDMW X;a 230 gd. a Yi41,2,5m

=4 MC—:(Y):E(({)-‘S
ZomeQunis é\z/muz'}mdm f.%i'udg,@mé




Exercicio 14 h)
o €(8) = fw (o) =09

m Ao/ M Ay
A - 2z "
ch(g)=\/m(fa%"g )=m—1—\/a/\(£§)éj/2}:
an 2 2

L Z (6T )L () = o
m N Vea™
A A

L Vo[ €)= fim (,_EL)—~O

Y, M D7 ~

Gove b €(6)= © 2 fimn \/m(é)f—o me

M-+ L2

Coveluin Gut & & pum elemaden CosirTind




24. Classifique as afirmagoes apresentadas abaixo de verdadeiras ou falsas, justificando

sucintamente.

a) Com base numa amostra casual de dimensio n=3, o estimador
T'=05X,+04X,+0.1X,, sendo centrado ¢ também o estimador mais
eficiente para u .

b) Comparar os Erros Quadraticos Médios de dois estimadores centrados

(referentes a0 mesmo parametro) equivale a comparar as respectivas variancias.

Um estimador consistente € sempre centrado.




Exercicio 24 a)
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Exercicio 24 h)

b)) Usndack )
EQM(T) = Vo (T) +  fian (T) |
%2 b olimads fon ulisds fewe b (T)= O |
Roso €QM (T )= v (T). |




Exercicio 24 ¢)
C) Falre. Exinm limadeons comirtimly
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Obrigada!
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